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On the Redundancies o] Unsubstituted Rings 

Vibrational analysis of cyclic molecules is complicated by 
redundancy conditions. A method for the construction of 
redundancies in terms of symmetry coordinates is given, 
facilitating the expression and evaluation of G V ~ F  force 
constants. 

E i n l e i t u n g  

Bei der Berechnung yon Molekfilschwingungen finden Modellpoten- 
time Verwendung, die auf vollst&ndigen Si~tzen innerer Koordinaten 
(A q) basieren. Man versteht darunter Auslenkungen einzelner Bindungen 
(A R), Winkel (A ~) oder Torsionswinkel (A x) des betrachteten Molekiils 
aus der Gleichgewichtskonfiguration. Bei mehratomigen Molektilen ist 
die Zahl der inneren Koordinaten h~ufig grSi~er als jene der Sehwingungs- 
freiheitsgrade, es ]iegen redundante (fiberz~hlige) Koordinaten vor. In  
diesen Fallen sind einzelne Auslenkungen nicht unabhi~ngig yon anderen 
durchffihrbar, es lal3t sich eine Anzahl (r) linearer Redundanzbezie- 
hungen (1) formulieren: 

R ~ - - ~ Z a k A q ~ = 0  i = 1  . . . .  r (t) 
k 

In  der nach der Wilson-Methode I aufgebauten G-Matrix existieren 
dann r lineare Abh~ingigkeiten zwischen einzelnen Zeilen und Spalten. 
Die G-Matrix wird singular, bei der Entwicklung der S/~kulardeter- 
minante (2) 

t G . F - - E . ~ I  = 0  (2) 

werden r Eigenwerte X Null, die F-Matrix eines allgemeinen Valenzkraft- 
~eldes ist unbestimmt.  In  weiterer Folge wird die Aussagekraft der zur 
Schwingungsbeschreibung verwendeten Potentialenergievertei]ungen 
problematisch, auch sind z. B. Informationen fiber die Produktregel yon 
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Teller RedIich nicht zug~nglich. Es ist daher wfinschenswert, die Redun- 
danzea zu erkennen und zu eliminieren. 

Dies gilt naturgem~/3 auch ffir Molekfile mit  Symmetrieeigenschaften. 
Die Bildung yon Symmetriekoordinaten S aus gleichartigen inneren 
Koordinaten nach (3) 

Sm (Y) = EUn (~) A qn (3) 
n 

ffihrt fiber die Abz/ihlformeln zu einer Faktorisierung yon (2) in Blocks, 
die den einzelnen Rassen ~" entsprechen. Die Symmetrieklassifizierung 
erleichtert vor allem die NormalkoordinatenanMyse kleiner, hochsym- 
metrischer Molekfile betr~chtlich, da sic eine fibersichtliche Darstellung 
der Abh~ngigkeiten yon Kraftkonstanten untereinander bzw. yon 
experimentellen Zusatzdaten ermSglicht. Man hat nun nach Redundanz- 
beziehungen zwischen Symmetriekoordinaten zu suchen: 

Rj(~) = Zbmsm(~) = 0 j = 1, . . . r(Y) (4) 

Die Eliminierung der I~edundanzen wird nach Wilson I durch eine 
Erniedrigung der Dimension der jeweiligen G-Matrix um r bzw. r(v) 
vorgenommen. Die betroffenen Elemente der F-Matrix erhalten eine 
ge/~nderte Bedeutung, es resultieren Linearkombinationen yon Kraft-  
konstanten, die nicht welter aufgelSst werden kSnnen. Auf dieses Charak- 
teristikum mug bei 1Jbel~ragungen yon Kraftfeldern innerhalb einer 
Serie verwandter Molekfile Rficksicht genommen werden. 

Zur Auffindung yon Redundanzbeziehungen k6nnen mehrere Ver- 
fahren herangezogen werden. Der yon Wilson I besehriebene Weg fiber 
die Aufstellung der G-Matrix in allgemeinen Ausdrficken ist nut  in sehr 
einfachen Fallen brauchbar. Eine neuere, yon G~nthard ~ angegebene 
Methode 1s sich nicht ffir Symmetriekoordinaten adaptieren, was 
ihre praktische Anwendbarkeit einengt. Von besonderer Bedeutung, 
aber bisher kaum bearbeitet, ist das Redundanzproblem bei cyclischen 
Molekiilen. Eine kfirzlieh erschienene Arbeit yon Pearce and Levin a 
fiber Dreiringe veranlal3t uns, nnsere eigenen Untersuchungen fiber 
l~inge beliebiger GrSSe in kurzer Form mitzuteilen a. 

A n z ~ h l  u n d  A r t  de r  l ~ e d u n d a n z e n  

Die Gesamtzahl k der notwendigen innercn Koordinatea eines n- 
gliedrigen l~inges sctzt sieh aus je n Valenz-, Deformatioas- uad  Tor- 
sionskoordinaten zusammen. Da in einem Dreiring keine nichtebenen 
Schwingungen auftreten k6nnen, ergibt sieh k allgemein zu 

k = 3 ~ - - 3 ~ n 3 m i t  ~ n 3 = { ~  f i i r n # 3  
ffir n = 3 (5) 
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Die Zahl der linear unabhs Redundanzbedingungen betr/~gt 
demgem&13 (6 - -  3 ~na); sie spannen einen (6 - -  3 ~ns)-dimensionalen 
Vektorraum auf. Wir halten jene Formulierungen ffir vorteilhaft, die 
m6gliehst wenige Arten innerer Koordinaten enthalten. Unter diesem 
Gesiehtspunkt lassen sieh die Verknfipfungen innerer Koordinaten in 
das Schema von Tab. 1 einordnen. 

Tabelle 1. Redundanzstrukturen unsubstituierter Ringsysteme 

Anzahl ebene Ringe nieht-ebene Ringe 
2 1 3 3 3 

Ii]iqero 
Koordinate 

AR + + 
Am + + + + 
Av §  + § 

* Entfgllt beim Dreiring. 

Jeder ebene Ring besitzt zwei Redundanzen zwischen A R und A ~, 
die Konstanz der Winkelsumme im Ring ffihrt auf eine Redundanz der 
Winkelkoordinaten Act, ab dem Vierring treten drei Torsions-Redun- 
danzen auf. Bei nicht-ebenen Ringen kommen in drei Redundanzen alle 
Koordinatentypen und in weiteren drei nur Winkel- und Torsions- 
koordinaten vor. 

Bei ebenen Ringen k6nnen die beiden Redundanzbeziehungen zwi- 
schen Bindungs- (AR) und Winkelkoordinaten (A ~) fiber die Gesetze 
der ebenen Trigonometrie aufgefunden werden. Im Falle des Dreirings 
kann der Sinus- oder der Kosinussatz direkt verwendet werden, bei 
gr6Beren Ringen mull eine Zerlegung ill Teildreiecke erfolgen. Man 
bildet sodaun die totalen Differentiale und ersetzt im Sinne der harmoni- 
sehen N/iherung die einzelnen Koordinatendifferentiale dq durch inrmre 
Koordinaten A q. Bei mehr als dreigliedrigen Ringen miissen die als 
Diagonalen und Winkelteile eingefiihrten Hilfskoordinaten entweder vor 
oder naeh der Differentiation eliminiert werden. Es ergibt sich sehlieft- 
lieh eine Redundanzbedingung in inneren Koordinaten vonde r  in G1. (1) 
angegebenen Form. Weitere Redundanzen erh~lt man dureh Permuta- 
tion der inneren Koordinaten, insgesamt gibt es nach dem oben Gesagten 
nm" zwei linear unabh/~ngige Ausdriicke. 

Eine Einbeziehung der Torsionskoordinaten urtd damit eine Verall- 
gemeinerung auf gewellte Ringsysteme gelingt dureh ein von Billes 5 

angegebenes Verfahren. Es beruht auf Transformationseigensch~ften 
speziell orientierter kartesiseher Koordinatensysteme an jedem Ring- 
atom. Dabei werden die Ringbindungen als lokale x-Aehsen betraehtet; 
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die z-Achsen stehen auf eine dureh drei aufeinanderfolgende Ringatome 
gebildete Ebene senkrecht ; die y-Aehsen werden fiber ein Vektorprodukt 
so definiert, daft ein l~echtssystem entsteht. Drei l%edundanzbeziehungen 
ergeben sieh nun aus der Forderung, daft die Summe der x-Vektoren 
Null ist, die drei verbleibenden aus der Bedingung, daft das Produkt  
aller Transformationsmatrizen zwischen je zwei benachbarten Koordi- 
natensystemen der Einheitsmatrix entsprieht*. 

Naeh Erhalt  der Redundanzen Re muft in einem n~chsten Sehritt ein 
Ubergang zu den symmetrieadaptierten Rednndanzen R~(v) gefunden 
werden. Zur L5sung dieses Problems, das in der Literatur bisher nieht 
bearbeitet women ist, eignet sich ein Verfahren, das dem zur Konstruk- 
tioa yon Symmetriekoordinaten ~hnelt : 

Rj(':) = Z ,, (':) ( S O P  Re) (6) SOp"'SOP 

XsoP ist hiebei der Charakter einer Symmetrieoperation (SOP)  in 
der irreduziblen Darstellung 7. Die Struktnr der zu verwendenden Redun- 
danz Ri ergibt sich aus Tab. 1. In entarteten Rassen ist auf die richtige 
Orientierung zu den Symmetriekoordinaten zu achten; gegebenenfalls 
hat man in Re eine geeignete Linearkombination yon l%edundanzen 
zusammenzufassen. Geht man nach diesen Regeln vor, so erh~lt man fiir 
Rj(v) die Form yon G1. (4); die Koeffizienten bm sind in einfacheren 
F~llen unmittelbar zu erkennen. In F/~llen, bei denen die Aufstellung 
4er Symmetriekoordinaten die sogenannte K-Untergruppenmethode 1 
erfordert, kann es yon Vorteil sein, die inneren Koordinaten A q fiber 
eine Inversion yon G1. (3) unter Beriicksichtigung aller Rassen und 
ihrer Entartungsgrade dutch Symmetriekoordinaten S auszudrficken 
und in G1. (6) einzusetzen. 

Die in Symmetriekoordinaten ausgedrfickten Redundanzbeziehungen 
werden nach Wilson 1 fiber die Forderung nach Invarianz der poten- 
tiellen Energie eliminiert. Daraus ergibt sich auch die zu 5~ndernde 
Interpretation der F-Matrix. 

Der yon Pearce und Levin  3 am Beispiel yon Dreiringen vorgesehla- 
gene Weg, die korrekte, symmetriegerechte Bedeutung der F-Elemente 
ohne die Aufstellung der Redundanzen nach G1. (4) zu ermitteln, ist auf 
grSftere Ringsysteme nicht fibertragbar. Der Grund hiefiir liegt in der 
erw~thatea Ausnahmestellung des Dreirings, dessen drei Schwingungen 
auch dutch die drei Bindungskoordinatea A R allein beschriebea werden 
kSnnen. Bei grSfterea l%ingen (n ~ 3) ergaben sich unvollsti~ndige 
Linearkombinationen yon Kraftkonstantea;  zur redundanzfreien Be- 
haadlung kSnnten n~imlich v o n d e r  Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade 

* G1. (5) in 5 enth/~lt einen Vorzeichenfehler; a12 hat - - s e t ,  a21 -~- s e t  
zu lau~en. 
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(3 n -  6) und der Zahl der inneren Koordiaaten (3 n) her keine voll- 
st~ndigen S/itze innerer Koordinaten berfieksiehtigt werden. Als Beispiel 
sei der ebene Vierring angeffihrt, dessen 6 Schwingungen ebensoviele 
innere Koordinaten erfordern. Unter  diesen kann sieh hSehstens eirt 
vollst/~ndiger Satz eines Koordinatentyps (AR, A ~ oder A ~) befinden, 
so dab das Wilson-Ver fahren  nieht mehr zur Anwendung gelangen kann. 

Eine ansfiihrliehe Darstellung unseres Verfahrens und seine Erwei- 
terung auf sttbstituierte I~ingsysteme sine[ in Vorbereitung; ferner wird 
fiber einige An.wendungsbeispiele beriehtet werden. 

Die Autorea danken dem Fonds zur F6rderung der wissenschaft- 
lichen Forsehung (Wien) ffir die Unterstiitzung mit Personalmitteln im 
Rahmen des Projektes Nr. 2611. 
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